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Colocagdo por minimos quadrados

“When in doubt, smooth”
(Sir Harnold Jeffreys)

A colocacao por minimos quadrados e a sua
aplicacao a Geodesia Fisica

1. Introducao

A colocagdo ¢ um método que permite a estimacdo eficiente do campo gravitico
mediante a utilizagdo das caracteristicas estatisticas de dados heterogéneos sob a forma de
fungdes covariancia. Segundo Balmino (1978), os primeiros trabalhos realizados neste
ambito sdo devidos a Kaula em 1966, Krarup em 1969 e Moritz em 1972 os quais
formularam a hipotese estocdstica para o campo da gravidade modificando a teoria original
dos minimos quadrados. Para o efeito, ¢ suposto que as observacdes do campo gravitico
sdo uma realizagdo de um processo estocastico estaciondrio e ergddico. Partindo deste
principio, aplicaram este método ao estudo da estimagdo e interpolacdo do campo
gravitico, obtendo estimativas para quantidades funcionalmente dependentes do potencial
perturbador, T(P). Neste método, ndo s6 resolvemos o sistema de equagdes para os
parametros, mas também para o chamado “sinal”, que ¢ a segunda das duas componentes
aleatdrias das observagdes. Posteriormente, Moritz (1980) incorporou a ideia de calculo
por partes na colocagdo e chamou a este novo desenvolvimento colocagdo sequencial e por
partes, que foi utilizada por diversos autores especialmente Schwarz (1978), Rapp (1978;
1986) e Tscherning (1978; 1985; 1986).
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A abordagem estatistica da colocagdo ¢ elementar, no sentido em que sdo utilizadas
operacdes com matrizes de dimensdo finita, e constitui um esfor¢o para evitar (quase
completamente) uma abordagem mais profunda baseada em espagos vectoriais de fungdes
de dimensdo infinita (espacos de Hilbert). De facto, no essencial o que procuramos ¢ o
campo gravitico perturbador completo, ou seja, a funcao T(P), em que o potencial
perturbador ¢ um elemento de um espaco de Hilbert de fun¢des de dimensdo infinita. Em
particular, a teoria da colocagdo baseada nos espacos de Hilbert permite uma interpretacao
da colocagdo por minimos quadrados como um ajustamento por minimos quadrados num
espago de dimensao infinita (Tscherning, 1978; 1985; 1986).

Podera ser questionado, quando serd indispensavel a resolugdo do problema, a
dimensdo infinita dos espacos de Hilbert. As operacdes no espago de Hilbert apresentam
uma semelhanca formal com as operagcdes em espagos de dimensdo finita, mas sdao
qualitativamente diferentes. E verdade que o campo gravitico a altitude dos satélites pode
ser descrito por um desenvolvimento em harmonicas esféricas truncadas a um grau
elevado; os coeficientes deste desenvolvimento formam um vector finito. Assim, se
trabalharmos exclusivamente a altitudes elevadas (do satélite), podemos de facto, substituir
o espaco de Hilbert por um espago de dimensao finita, sem comprometer a precisao.

Esta situagdo muda substancialmente se considerarmos o campo gravitico a
superficie da Terra por inclusao de observacdes de anomalias da gravidade ou desvios da
gravidade. O campo gravitico detalhado na superficie da Terra, ndo poderd ser descrito
adequadamente por desenvolvimentos em harmonicas esféricas, nem do ponto de vista
teorico (pela ndo garantia da convergéncia), nem do ponto de vista pratico (porque mesmo
que possivel, tal desenvolvimento requer um elevadissimo nimero de termos, que esta para
além da capacidade actual de qualquer computador). Por isso, a substitui¢ao do espago de
Hilbert por um espago de dimensao finita ndo ¢ nem teoricamente adequada nem realizével
na pratica. Contudo é necessario, uma vez que as equagdes finais da colocagdo sdo
férmulas matriciais de dimensao finita.

A presente exposicao tem por objectivo a discussdo do método da colocacdo por
minimos quadrados do ponto de vista das suas aplicacdes. Consequentemente, serdo
focalizados os aspectos numéricos e operacionais evitando deliberadamente a
argumentacdo baseada nos fundamentos tedricos do método. O aprofundamento de alguns
aspectos tedricos pode ser encontrado em Moritz (1980), Tscherning (1986) e Sanso
(1986). A exposicdo do método da colocagdo que apresentamos neste capitulo é baseada
essencialmente no trabalho de Moritz (1980) e Tscherning (1985) adoptando a notacao,
usada por estes autores, de modo a simplificar a comparagdo com outros trabalhos.
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2. Colocacao por minimos quadrados

O método da colocacgdo por minimos quadrados (“Least Squares Collocation”) é um
método para determinar o potencial perturbador T, a partir de um conjunto de quantidades
mensuraveis inter-relacionadas de diferentes tipos. Consideremos dois conjuntos de
quantidades aleatdrias, com esperanca matemadtica nula, designadas respectivamente por 1
(o vector das medig¢des) e por s (o vector dos sinais). Sendo conhecido o vector 1, composto
por quantidades arbitrdrias do campo gravitacional perturbador, como por exemplo a
anomalia da gravidade Ag ou desvios da vertical (§ , n), e representando s o sinal do
potencial perturbador T(P) a ser estimado, o problema enunciado e resolvido por Krarup,
em 1969, foi o seguinte : Qual a melhor estimativa de s com base no conjunto 1 de
observagoes ?

Uma estimacao linear para o vector s tem a forma:
§s=HI (1)

em que H ¢ uma matriz qualquer de dimensdo mxq; ou seja, cada componente do vector s €
aproximada por uma combinacao linear dos dados 1.

O vector ¢ do erro ¢ dado por & = §- s e a matriz covariancia do erro por:
Ce=cov (g,6) =E (g, €") =E{(§-5) (§ - 5)} )

. . . - A . 2 . . A
Os termos diagonais desta matriz sdo as covariancias dos erros oy~ dos sinais estimados S,
dados por:

o’ = E (%) = E{(8x-s¢)) 3)

A melhor estimagdo para s em termos de 1 ¢ definida, como a estimacdo linear
centrada de variancia minima, ou seja, a matriz H devera ser tal que as variancias dos erros
sejam minimos. Deste modo a estimacao do sinal ¢ obtida pela expressao (Moritz, 1980, p.
80):

§ = Csl C_lu 1 (4)

que nos fornece a melhor estimagdo linear (ndo enviesada de varidncia minima) do vector
do sinal s em termos do vector de dados 1. Esta formula é designada por féormula de
estimacdo dos minimos quadrados, na qual as matrizes Cyq ¢ C; sdo a matriz das
covariancias cruzadas entre o vector I e s € a matriz autocovariancia dos vectores 1.
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Os elementos destas matrizes sdo a média dos produtos E(l; , 1;), E(sk , i) i, j = 1,2...q
e k=1,2,..m. Esta afirmacdo ¢ verdadeira, pois as nossas variaveis aleatdrias sdo centradas.

Sabendo que qualquer das quantidades mencionadas inicialmente (anomalias da
gravidade e desvios da vertical) pode ser representada como um funcional linear do
potencial T, veja-se a formula fundamental da geodesia fisica (Cataldo, 1999), podemos
escrever:

li:LiT ou 1=BT i:1,2, ....q (5)
em que o vector B compreende os funcionais L; .

Assim o problema ¢ encontrar T, se forem dados por medi¢ao q funcionais lineares
L; T. A determinagdo de uma fungdo por ajuste de uma aproximagdo analitica a um
determinado nimero de funcionais lineares ¢ chamada colocagao (Moritz, 1980, p. 85) e,
consequentemente, o presente método para determinar o campo gravitacional por
estimagao por minimos quadrados ¢ chamado colocacio por minimos quadrados.

No entanto, na pratica, quando efectuamos medigdes ¢ sempre esperado que seja
introduzido algum tipo de erro, ou erros humanos ou erros inerentes ao proprio
equipamento. Por este motivo, se as medigdes 1; que formam o vector 1 sdo afectadas por
erros de medicao aleatdrias n; , entdo em vez da equagdo 5 temos:

L=L;T+n; i=12,..q (6)
Escrevendo L;T=t obtemos Ili=t +n;

Desta forma, a observac¢ao l; foi decomposta num sinal t; ¢ num ruido n;. A parte do
sinal de |; representa o elemento do campo gravitacional L; T (do qual I; ¢ a medigdo), ¢ o
ruido € um sindénimo para os erros aleatorios de medicao.

Em notagdo simbolica, estas equacdes sdo escritas:
1=BT +n, BT=t, I=t+n (7)

O ruido n ¢ uma quantidade genuinamente aleatoria (estocastica) e tem uma
distribuicdo de probabilidade com uma esperanca matematica nula ( E(n) = 0 ). Em geral,
supoe-se que o ruido e o sinal ndo sdo correlacionados, assim como também ndo sdo
correlacionados os ruidos das diferentes medigdes. Isto quer dizer, por exemplo, que se
medirmos o valor da gravidade em diversos pontos, o erro que afecta a medi¢do num ponto
ndo ¢ necessariamente o erro que afecta a medicdo noutro ponto. O que se pode fazer a
priori, e geralmente depende do aparelho de medi¢do, ¢ fixar um valor para o desvio
padrdo dos erros. Neste caso a matriz das covariancias dos erros ¢ dada por:
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A generalizacdo do método da colocacdo por minimos quadrados consiste na
introducdo de um vector de pardmetros X, de dimensdo p, que representa alguns tipos de
erros sistematicos ou uma possivel transformacgdo de coordenadas. Desta maneira (Moritz,
1980, p. 111):

1=AX+BT +n (8)
em que A ¢ uma matriz q x p, expressando o efeito dos pardmetros sobre as medicdes l;, €
L=(Li,... Ly ) ¢ um vector de funcionais lineares. Na maioria dos casos, a matriz A obtém-
se por linearizacdo de uma relacdo funcional que originalmente ¢ ndo linear. Parte-se do
principio que g>p e que A tem caracteristica maxima.
E de salientar que no caso B = 0 a relacdo (8) fica reduzida a seguinte expressao:

I=AX+n

e, consequentemente, o problema seria reduzido a um simples ajuste por minimos
quadrados dos parametros X. Neste caso, a condi¢do dos minimos quadrados ¢

n" C.! n=min 9)
Trata-se de generalizar esta condi¢do ao caso que nos interessa. Designado por s,
como ¢ habitual, o vector sinal com dimensdo m que queremos estimar ¢ consideremos t =
B T. Consideremos ainda um vector v que contém todas as quantidades aleatorias (ibid, p.

112):

V=[ISJ = (815-+-Sp>Ny,eee ) (10)

e supondo também que os q primeiros componentes de s coincidem com os de t:

t
v=(uj (11)

Desta maneira, u ¢é, na realidade, o vector m-q que queremos estimar.

A matriz das covariancias de v é:
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e
Cv=lo ¢ (12)

nn
supondo que o sinal e o ruido sdo nao correlacionados, a condi¢do (9) pode generalizar-se
como :

viC!v=s"C!s+n" C! n=min (13)

Este ¢ o principio de minimizacdo da colocagdo por minimos quadrados. A relagdo 8
também se pode escrever como:

1=AX+Us+n (14)
em que U ¢ uma matriz gxm da forma U = (1 0), em que I ¢ a identidade gxq.

O problema de minimizar (14), utilizando a formulacdo (13), ¢ conseguido por meio
do método dos multiplicadores de Lagrange (ibid, pp. 114-116) e obtém-se:

- 5 (15)

em que C=C,+C, . A primeira destas equagOes ¢ igual a equagdo que permite
determinar os pardmetros num ajuste classico por minimos quadrados, com a diferenga de
que em vez da matriz C,, aparece a matriz C. Uma vez determinada a estimagdo dos

parametros X obtém-se a estimagdo do sinal § por meio da segunda equagdo, observando
que no caso em que ndo existem parametros, A=0, esta equacdo se reduz a expressao:

§=C,C'1

que consiste numa solu¢do idéntica a solugdo (4) fazendo Cy = Cy + Cyy € Cy = Cy . Deste
modo a matriz das covariancias cruzadas (Cy ) entre os vectores s e t ¢ equivalente a
matriz das covariancias entre os sinais a estimar ¢ as observagdes 1. Similarmente, as
covariancias do erro sdo obtidas por (ibid, p. 128):

By = (ATCHA) (16)
Ess = Css - Cslcﬁlcgl + CSICHIAEXXATCHICSTI

E 6bvio das equagdes (15) que o operador L ndo entra explicitamente nas equagdes
de estimagdo. A razdo ¢ que, definindo uma fun¢do covariancia para uma quantidade do
campo perturbador podemos obter func¢des covaridncia para todas as quantidades
relacionadas por aplica¢do da equacdo (5) a fungdo covariancia. Este processo ¢ designado
por “lei da propagacdo da covariancia”. Assim, uma funcdo covariancia K(P,Q) dada para
s podemos determinar a fun¢do covariancia C(P,Q) de t aplicando a operagdo da formula
(5) duas vezes a fungdo K(P,Q)
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C(P,Q) = Lar (Laq (K(P,Q))) (17)

Noutros termos, podemos aplicar a féormula bésica de estimagdo por minimos
quadrados (4) para o calculo de qualquer elemento do campo gravitacional perturbador, a
partir de dados que sejam arbitrariamente outros elementos deste campo, se calcularmos
todas as covaridncias por propagacdo de covaridncias com base na mesma fun¢dao K(P,Q).
O resultado assim obtido serd consistente. As covaridncias sdo assim vistas como
portadoras da estrutura analitica do campo gravitacional perturbador, devendo ser obtidas
rigorosamente de uma fun¢do covariancia K(P,Q) por meio de formulas tais como (17).

Uma vez que a fungdo covaridncia desempenha um papel decisivo em todo o
procedimento, um numero de questdes pratica e teoricas estd relacionado com esta
determinagdo. Embora ndo facamos essa discussdo no presente trabalho deverd ser
mencionado que de modo a se obterem diferentes fungdes covaridncia ndo ¢ necessario
validar séries infinitas termo por termo. Existem expressdes analiticas equivalentes que
dependem unicamente de alguns parametros e todas as diferenciagdes podem ser realizadas
directamente nestas expressoes facilitando grandemente o célculo das covaridncias. Para a
determinagdo pratica da fun¢do covaridncia a referéncia ¢ feita a Tscherning and Rapp
(1974), Moritz (1980) e Knudsen (1987).

Do ponto de vista operacional a aplicacdo da colocacdo para problemas em que se
pretenda estimar a ondulacdo do geodide partindo de um conjunto de observagdes da
anomalia da gravidade consiste basicamente num problema de ajustamento com ruido.
Considerando entdo que o nosso sinal s ¢ dado por s=N(P) e que dispomos de um conjunto
de anomalias da gravidade em diversos pontos (P; , i=1,2, ,.f)

1= [Agl,Agz,,...Agf]T

A férmula da estimag@o por minimos quadrados é:

s=C, C;'1

sl

em que:
C, =(Cy...CH)

S|

gg gg

cE .. Cx
Cy=| .. ..

gg gg

Cfl Cff

A expressdao da funcdo covariancia ¢ obtida da formula fundamental da geodesia
fisica (Cataldao, 1999) aplicando a lei de propagacdo das covariancias e exprime-se da
seguinte forma:
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cov(N(P),Ag(Q)) = i(_a_K - %Kj
Y

. (18)
K 20K 20K 4

+——+
oror' r'or ror

cov(Ag(P),Ag(Q)) =

nesta expressdo, K € a covariancia do potencial perturbador T, e as coordenadas de P e de
Q sdo respectivamente (r,0,A) e (r’, 0°, 1) :

K=K®P,Q)=K(r,t,¢)=K (1,0, A,1,0,1")

Os elementos da matriz C;; e Cq estdo relacionados com estas covariancias, da seguinte
forma:

C, = Ci¥ = cov(Ag(P,), Ag(P;))

(19)

Cy = Cyf = cov(N(P),Ag(P))
E de referir que, numa aproximacio esférica, se os pontos {P;} estdo ao nivel do mar
podemos tomarr=r'=Rey=vy =7,.

3. A funcio covariancia do potencial perturbador

Qualquer que seja a solugdo por colocagdo por minimos quadrados ¢ sempre exigivel
o conhecimento da fun¢do covariancia, quer se trate de uma simples estimacao (4) ou do
ajustamento cuja solucdo ¢ dada pela equagdo (15). Sendo o potencial perturbador o
elemento fundamental em toda a teoria do campo gravitico, € pois essencial o
conhecimento da funcdo covaridncia desse mesmo potencial, bem como da relacdo entre
esta funcdo e as fungdes covariancia das outras quantidades do campo gravitico (ondulagao
do gedide, anomalias da gravidade ou desvios da vertical).

Consideremos entdo o potencial perturbador T(P) e T(Q), em dois pontos quaisquer
P e Q do espago, em que ambos os pontos P e Q estdo sobre a superficie de uma esfera
=R, representando a esfera terrestre média correspondente ao elipséide de referéncia numa
aproximacao esférica. Definimos a func¢ao covariancia do potencial perturbador K(P,Q)
como sendo dada por (Heiskanen and Moritz, 1967, p. 252):

K(P,Q) = M{T(P), T(Q);

em que M ¢ um operador homogéneo (média sobre toda a esfera) e isétropo (média sobre
todos os azimutes). Um operador com estas caracteristicas pode ser interpretado de
diferentes formas. Pode ser entendido como definindo uma norma num espago de Hilbert,
com nucleo reprodutor, ou pode também ser considerado como a selec¢do de um operador
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M através do qual ¢ definida a melhor aproximacao. Contudo, devera ser notado que as
diferentes interpretacdes ndo desempenham um papel muito importante pois, quando
aplicamos a colocacdo por minimos quadrados, estas conduzem a diferentes escolhas da
funcdo covaridncia mas uma vez efectuada esta escolha, as férmulas computacionais sao
exactamente as mesmas.

Definindo o operador M como um operador homogéneo e isétropo, a funcao K(P,Q)
sera unicamente fungdo da distancia esférica entre P e Q (Moritz, 1980, p. 82):

2w 27
12 [ ] [T1®,2)T®"1") sen6 dovdo d (20)

T 320 0=0 a=0

em que (0,A) sdo as coordenadas esféricas do ponto P, (0, ") as coordenadas esféricas do
ponto Q, e a € o azimute. As coordenadas dos dois pontos P e Q sdo relacionadas pela
distancia y segundo a formula :

K(P.Q) = K(y) = M{T(P) T(Q)} = .

cos y =cos 0 cos 8" +sen O sen 8" cos (A" - 1) (21)

De acordo com as condicdes iniciais do método da colocagao, nas quais se exigia que
as variaveis sejam centradas, ¢é pois requerido que M{T} = 0, ou seja:

1
8’

M(T) = — |[] T(8,%) sen6 do dh. do = 0 (22)

Este integral ¢ zero se T(0,\) ndo contiver as harmonicas de grau zero, o que pode
ser conseguido escolhendo a massa do elipsdide de referéncia igual a massa da Terra.
Simultaneamente o termo de grau 1 pode também ser anulado por meio da escolha
apropriada da origem das coordenadas. Deste modo, assumimos que T(0,1) ndo contém as
harmonicas esféricas de grau zero e um; entdo a equagdo (22) sera igual a zero.

Sendo o potencial perturbador uma fun¢do harmoénica pode ser escrito sob a forma de
um desenvolvimento em harmonicas esféricas (Cataldo, 1999). Por outro lado, a
covariancia também pode ser desenvolvida em termos de harmonicas esféricas em fungao
da distancia esférica entre dois pontos (Moritz, 1980, p. 83) :

n

K(y) =Y k,P,(cosy) com k,=>(C2 +S) (23)
n=2

m=0

Os coeficientes k, denominam-se variancias de grau, porque sdo o valor médio de T’
sobre toda a esfera. De referir também que esta equacdo relaciona coeficientes
normalizados C e S, com coeficientes ndo normalizados k,, mas esta ¢ a forma mais

facil de exprimir a relagdo entre esses dois tipos de coeficientes. O desenvolvimento desta
fun¢do no espago exterior a esfera r=R verifica-se unicamente se impusermos que a funcao
K(P,Q) seja harmonica no exterior dessa esfera, quer como funcdo de P, quer como funcao

Jodo Cataldo - FCUL 10



Colocagdo por minimos quadrados

de Q. Este requisito ¢ evidente, tendo em conta a definicao de K(P,Q) como sendo a média
do produto de T(P) e T(Q), uma vez que T ¢ assumido como harmodnica no exterior de r=R.

Sabemos que o enésimo grau de uma harmonica esférica no exterior de uma esfera
: r -(n+ . ~ [N . .
depende do raio vector r através de r™™. Assim a funcdo covarifncia do potencial
perturbador K(P,Q) no espaco exterior devera ter a forma (ibid, p. 84):

K(P,Q) = Zk(R—j P, (cosy) (24)
n=2 rr

onde r e r’ designam os raios vectores de P e Q, respectivamente.

4. Colocacao analitica

A interpretacdo estatistica da colocacdo, apresentada anteriormente, ¢ baseada no
pressuposto de que as observagdes do campo da gravidade sdo uma realizagdo de um
processo estocastico e que, quer as observagdes, quer os sinais a estimar, sdo varidveis
centradas. Partindo destas condi¢des iniciais, a fungdo covariancia ¢ eleita como elemento
central em todo o processo da colocagdo contendo toda a informagdo relativa ao
comportamento do campo gravitico, sua variabilidade, distancia de correlacdo e
anisotropias, bem como a rela¢ao funcional entre os varios elementos do campo.

Contudo, nesta abordagem sdo ignoradas as caracteristicas analiticas do potencial
perturbador como fun¢ao harmonica e a sua relagdo com os espagos vectoriais de funcdes
de dimensao infinita, consistindo assim numa interpretagao superficial de um método que
requer claramente um aprofundamento para a compreensdo de todo o fendémeno de
estimacao do potencial perturbador do campo gravitico e suas quantidades relacionadas.

Neste sentido, consideremos o caso em que a fungao K(P,Q), a partir da qual sao
obtidas as covariancias Cp; € Cj; em (18) e (19), ndo € a funcdo covaridncia de T, mas uma
funcdo analitica arbitraria da forma (24), com coeficientes k, ndo negativos satisfazendo a
condi¢do que série infinita converge para r,r” > R . Tal fun¢do K(P,Q), que ¢ simétrica em
P e Q e harmonica como func¢dao de P ¢ Q no exterior e sobre uma esfera de raio R, ¢
chamada fun¢iio nicleo .

' Num espago de Hilbert se um funcional Ly(f) = f(P) ¢ limitado (|L(f )| <M ||f ||) entdo existe um

designado “nucleo reprodutor”. Designando por Kp(Q) o representante de Lp entdo (Kp(Q) , f(Q) ) = f(P). Se
o valor de P varia, temos uma aplica¢io K(P,Q): ®* x ®> — R, onde o nucleo reprodutor é dado por:
K(P,Q), f(Q)) = f(P) . O nucleo reprodutor pode ainda ser expresso usando uma base ortonormal de forma:

K(P,0)= Z J:(P)f;(Q). Os espagos de Hilbert com estas caracteristicas designam-se por Espacos de
i=0

Hilbert com Nucleo Reprodutor e tém um papel indispensavel na determinacdo do potencial (Tscherning,

1985).
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Neste caso, a estrutura analitica completa do campo gravitico perturbador ¢
preservada: obtemos um campo gravitacional completamente consistente, no sentido em
que os dados observacionais l; s3o exactamente reproduzidos, e as varias quantidades
estimadas sx se referem ao mesmo campo, em vista da invariancia em ordem a
transformagdo linear do sinal. Dito de outra forma, os q dados l; ndo determinam
completamente o potencial T. Existem infinitas fun¢des T(P) compativeis com as
observacdes, e a utilizagdo de diferentes fun¢des nucleo K(P,Q) em (15) corresponde a
diferentes possiveis campos gravitacionais, todos internamente consistentes.

Sabendo que, sob certas condi¢des, a fun¢ao potencial perturbador T(P) ¢ elemento
de um espaco de Hilbert, o nosso objectivo consiste na determinacdo da melhor
aproximacao a esta fun¢do, segundo os principios classicos de minimizagdo de Gauss, ou
seja minimos quadrados € minima variancia. Para o efeito consideremos um conjunto de
elementos lineares e independentes quaisquer g € H, com i=1,2,..n (H ¢ um espaco de
Hilbert), é possivel encontrar a tnica melhor aproximacdo T a funcdo T € H (Tscherning,
1985, p. 288):

=Yg (25)
i=1
no sentido que T-T tenha a menor norma possivel. Isto significa que, para qualquer
conjunto b;, i=1, ...n, se verificam as relagdes (ibid, p. 288):

n

= X ag

n

“T—T“: <|r- = b (26)

As constantes {a;} da equagdo (25) sdo obtidas directamente da expressdo matricial

(&> g {33 =T, g);

em que (n;, M;) se refere ao produto interno entre dois vectores do espacgo de Hilbert.

De notar que, para determinarmos T, ¢ necessario que T seja elemento do mesmo
espaco de Hilbert que as funcdes gi, de modo que (T, g;) possa ser calculado e de modo a
que sejam calculados todos os produtos internos.

Se utilizarmos para g os representantes dos funcionais correspondentes as
observacdes gi=K(P.,L; ), em que K(P,Q) ¢ o ntcleo reprodutor de um espago de Hilbert
que tem o potencial perturbador como elemento, entdo ¢ conseguida a melhor aproximagao
linear:

{(gi,g)} {a 1= {K(Li, Lj)} {a } (27)
:{(Tagi)}:{(TaK(PaLi)}: {LlT}

em que L; T sdo quantidades observadas. Neste caso verificamos que (ibid, p. 290):
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n

LiT = Zn:akl’i(gk) = Z{LkT}T{K(Lk ’Lj)}71 {K(Lk ’Lj)} =LT (28)

k=1

ou seja, existe uma igualdade entre as observacoes e os valores calculadas usando a melhor
aproximagao T .

A verificacdo desta condigdo € a base para a colocagao por minimos quadrados. Uma

fungdo T ¢ obtida de modo que a equagio (28) ¢ verificada e T tem a norma minima entre
os elementos do espago de Hilbert que verificam esta equagao.

Consideremos o caso de um espago vectorial de fungdes harmodnicas no exterior de
uma esfera de raio R e regular no infinito, com o seguinte produto interno (ibid, p. 283)):

n/2 m

1
(f.9)=7— | [TR.p.2) gR.p.2) cose dh. do (29)

-n/2 -1

em que a base ortonormal ¢ dada pelas harmoénicas esféricas solidas completamente
normalizadas (veja-se Catalao (1999)):

V(e 0 Ri”ﬁ 0 cosjA 1>j20 30

§(1,0,4) = rit! i(cos0) sen‘j‘k -i<j<0 (30)

O facto de termos exigido que H é composto de fungdes regulares no infinito tem
como consequéncia que s6 se podem usar fungdes base com i>1, (confirmando o anterior
resultado da férmula de Stokes e na dedugdo da expressdo 23).

O nucleo reprodutor deste espago € :

KP.Q) =2, 2 Vy(P) Vy(Q (31
ou seja '
KP.Q =2 oyt Pi(cosy)(2i+ 1) (32)

A norma usada neste exemplo ¢ um invariante rotacional, ou seja, se duas fungdes f e
g se tornam idénticas, apds a rotacdo do sistema de coordenadas, entdo || f || = ||g|| . Pode ser

demonstrado que todos os nucleos reprodutores de tais espacos tém a forma (ibid, p. 296):
2

K(P,Q =0, (R—j P, (cosy) (33)

rr’

em que R>0 e oj sdo constantes positivas. Comparando esta expressdo com a expressao
(24) da covariancia do potencial perturbador, verificamos que a adop¢do de uma norma
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invariante rotacional equivale a introducdo do operador M também ele homogéneo e
isotropo, na abordagem estatistica.

O problema consiste na constru¢do de um ntcleo reprodutor de tal modo que a

aproximacdo a T seja a melhor possivel. Neste espago o célculo de um valor, p.e. T(P),
deverd ser igual a combinacdo linear de valor observados, que se supde serem também
valores de T em certos pontos, Q;:

T(P)=2b,T(Q,) (34)

utilizamos o indice P no coeficiente b para realcar que estes coeficientes dependem de P.

O erro de estimagao €

e, = T(P)-T(P) = T(P)- Db, T(Q,)

e =T(P)* =2 2,b, T(A)T(Q)+ 2, 2L TQ)TQ) by by (39)

A ideia ¢ determinar os coeficientes bp; de tal modo que o valor médio de ezp seja
minimo para diferentes configuracdes do conjunto de pontos {P, Q;, i=1,...n}. As diferentes
configuracdes sdo obtidas por uma rotagdo em torno da origem. De modo a exprimir esta
relacdo, introduzimos o operador média M, anteriormente definido (20), e colocamos:

Kie=M{T(Qi), T(Qc)} e  Kpi =M{T(P), T(Qi)} (36)

Ko=M{T(P)’}
em que K ¢ fung¢do covariancia do potencial perturbador.

Entdo o valor médio de e’p ¢ dado por (ibid, p. 300):

P =Mierf =K, - 226, Ky + X by by K, (37)
i i k
querendo minimizar esta expressao:
om, 0 3
ob, (38)
ou
K by =Ky, (39)

k=1
de tal modo que
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TP)=Ya, Ky com fa}={K, )" {TQ))} (40)

i=1

Verifica-se facilmente que T(Q; ) = T(Q;) i=1, ... n pelo que este procedimento nos
fornece a solugdo minimos quadrados. Teremos unicamente que provar queT (P) é
minimizado nalguma norma. O que como sabemos se verificara se a fun¢ao covariancia for
o nucleo reprodutor de algum espago de Hilbert de fungdes harmonicas. Esta condig¢ao
também ¢ facilmente verificavel se M for a média de todas as configuragdes obtidas por
rotacdo em torno da origem como na formula (20).

Este aspecto analitico da coloca¢do por minimos quadrados ¢ de grande significado
basico tedrico e pratico. Mostra que uma func¢do nucleo genérica pode ser utilizada para
obter um campo gravitacional consistente que ¢ compativel com as observagoes. A funcao
covariancia K(P,Q) ndo pode ser determinada com exactiddo empiricamente uma vez que
para este fim necessitamos da fung¢do T(0, A) entrando em (20). Ou seja, necessitamos
conhecer o potencial perturbador em toda a esfera r = R, o que obviamente ndo ¢ o caso. A
funcdo covaridncia empirica utilizada sera uma expressdo analitica ajustada aos
dados e tera a caracteristica de uma func¢éo niicleo genérica.

Uma interessante consequéncia da utilizagdo da fun¢do covaridncia como fungdo
nucleo foi apontada por Tscherning (1985). Uma vez que K(P,Q) da equacdo (32) ¢ o
nucleo reprodutor entdo os vectores base sio:

1/2
* Gj
V. = V. 41
ij ((21_’_1)) ij ( )

Podemos entdo determinar a norma e produto interno se soubermos a expressao de
uma fun¢do em ordem a base Vj. Usando o desenvolvimento em harmonicas esféricas
(26) e a expressao da norma, resulta:

S 2n+1

P =23 =— [, +b..] (42)

n=2 n m=0

Se escolhermos K(P,Q) como funcdo covaridncia, entdo k, ¢ dado pela expressdo (23) e a
expressao anterior simplifica-se:

T =2 2n+1) (43)

Este resultado significa que a norma de T ndo ¢ finita e, consequentemente o
potencial T ndo pertence ao espago de Hilbert H. Este facto, que a colocagdo por minimos
quadrados partilha com a teoria da estimagao de processos estocasticos, aparece mais como
uma subtileza matematica do que como uma dificuldade pratica. Contudo, na pratica, a
funcdo covariancia nunca podera ser determinada exactamente, uma vez que necessitaria
do conhecimento de T ou Ag sobre toda a esfera terrestre e as fungdes covaridncias
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empirica podem sempre ser modificadas de tal maneira que (42) se torne finita. Por
exemplo, se as varidncias de grau k, forem conhecidas com exactiddo, sera suficiente
mudar k, para k, (1+ €)", sendo ¢ positivo e tdo pequeno quanto se queira, para mudar a
divergéncia de (42) para convergéncia.

5. Funcao covariancia

A aplica¢ao do método da colocagdo por minimos quadrados para efeitos da estimacao
do campo gravitico da Terra requer uma fung¢do covariancia que exprima/contenha as relagdes
entre as observacdes e a relacdo entre as observagdes e as quantidades estimadas. Em geral
podemos dizer que a fungdo covariancia reflecte o comportamento do campo gravitico
descrevendo a magnitude da sua variagdo e da rugosidade. Do ponto de vista estatistico, a
funcdo covariancia caracteriza a correlacdo estatistica de duas quantidades do campo gravitico
(por exemplo anomalias da gravidade) em dois pontos distintos, ou seja a tendéncia que
apresentam em ter a mesma magnitude ¢ o mesmo sinal. A determina¢do da fungdo
covariancia ¢ sempre necessaria seja como indicador do comportamento do campo gravitico
numa determinada regido seja o caso presente em que se pretende estimar novos valores da
anomalia da gravidade.

Em principio a fun¢do covariancia da expressao 24 ¢ por definigdo uma funcao
covariancia global. A sua determinacdo ¢ feita com recurso ao calculo de infinitos
coeficientes com base em observacgdes distribuidas por toda a Terra. Tscherning and Rapp
(1974) desenvolveram alguns modelos da funcdo covaridncia determinando uma expressao
para a fungdo covariancia empirica global.

No estudo que pretendemos realizar, os dados estdo distribuidos numa pequena regido
da Terra, pelo que devera ser introduzida alguma simplificacdo na determinagdo da fungdo
covariancia, designando-se neste caso por func¢ao covariancia local. A fungdo covariancia
local foi definida por Goad et al. (1984) que introduziu esta nogao como " um caso especial da
fungdo covariancia global em que a informacao de comprimento de onda superior a extensao
da éarea local ¢ removida e ¢ assumido que a informacao no exterior, mas junto a area, tem uma
variagdo similar no seu interior". Estes autores sugeriram também que os modelos de
Tscherning and Rapp deverdo ser utilizados de modo a ajustarem uma expressao aos valores
empiricos, da mesma forma que no caso global.

A determinacao da covariancia local serd efectuada para cada zona estimando os
coeficientes de um modelo paramétrico por meio do ajuste aos dados empiricos da funcdo
covariancia. A primeira decisdo a tomar consiste na definicdo da dimensdo optima das zonas,
pois se, por uma lado, deverdo ser suficientemente grandes para dispormos de suficientes
dados de observacao que cumpram a condi¢cao do método (média zero), por outro lado, devem
ser suficientemente pequenas para o campo da gravidade seja homogéneo e isdtropo. Mais
ainda, se pretendemos efectuar uma boa estimacao da distancia de correlacdo, devemos tomar
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uma distancia esférica pelo menos uma vez ¢ meia a referida distancia de correlacao (Arabelos
and Tscherning, 1988).

5.1 Estimacao e modelacao da funcio covariancia

A escolha da fungdo covariancia apropriada as muitas aplicagdes da colocagdo por
minimos quadrados na estimacao das varias componentes do potencial perturbador ¢ fungao
de varios parametros e ¢ baseado em certos pressupostos relacionados com o campo gravitico.
Adoptando a definicdo da fungdo covariancia K(P,Q), (expressdo 20), ¢ hipdtese que
trabalhamos numa aproximagao esférica e que a func¢do covariancia ¢ igual ao valor médio
dos produtos dos valores de T(P) e T(Q), na qual a média ¢ tomada sobre todos os pares de
pontos que tém a mesma distincia esférica, e consequentemente também o mesmo azimute
a, de P para Q. Se o valor médio for calculado para uma regido, com os limites definidos
por <<, e Ag<A<A;, entdo designamos a fun¢do covariincia regional em complemento
a covariancia global.

Em ambos os casos ¢ suposto que os pontos estdo localizados a mesma altitude re r’,

2 ¢ A

,[ _[ I T(r,,M)T(r’,¢", L") cosp dA do da (44)

a=0 ¢y A

K(P,Q) = A

em que A ¢ a area do bloco definido por (¢g, ¢1) € (Ao, A1), W € a distancia esférica entre P
€ Q, € o< <@, Ao<A <Ay .

O calculo desta expressao ¢ feito por substitui¢do dos integrais por somas:

1 n m
K(y,0) ==, > T(R,@,, %) T(R,9, ) (45)

i=1  j=1

em que T(R, ¢’, L") é zero se o ponto ¢ exterior a area definida anteriormente e p € o
nimero de produtos com Q na area, r=r'= R, o ¢ o0 azimute entre o ponto P e Q.

Em geral, as fungdes K(o) para uma determinada distancia esférica y ndo sdo
constantes e dizemos que a funcdo covaridncia sera anisotropica. Uma medida da
anisotropia, introduzida por Forsberg (1984), ¢ a razdo entre a distancia de correlagdo
maxima ¢ minima. Uma funcdo covaridncia isotropa terd indice 1. Felizmente, as
principais anisotropias podem ser eliminadas por subtraccdo da atrac¢do topografica.
Ainda mais isétropo serd o campo se subtrairmos também um campo geopotencial de
ordem elevada. Este procedimento ndo ¢ indispensavel para o calculo da equacao (23), mas
a estimagdo do erro calculado pela equagdo (16) sera muito melhor se for utilizada uma
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representacao invariante rotacional da funcdo covariancia. No capitulo 6 serd apresentado
um estudo aprofundado sobre a isotropia da fun¢do covariancia na area de estudo.

Na pratica os valores de observagdo disponiveis ndo siao valores de T mas funcionais
lineares L, de T. Designando por C(P,Q) a covariancia das anomalias da gravidade nos
pontos P e Q entdo:

C(P,Q) = cov (Ag(P) , Ag(Q)) (46)
K(P,Q) = cov (T(P), T(Q))

Utilizando a lei de propagacao das covariancias e a formula fundamental da geodesia
fisica (2.38) aplicada a expressdo da covariancia do potencial perturbador:

n+1
K(P,Q) = Zk{i} P, (cosy) (47)
n=2 Irr
obtemos
- n+l _ 2
c(P,Q) =c, (EJ P (cosy) com c, =k, u (48)
~ rr rr

Os coeficientes ¢, designam-se varidncias de grau ¢ uma analise harménica de um
conjunto de valores estimados para Cag (W) permitird determinar as primeiras n variancias
de grau, em que n depende do intervalo de amostragem.

A estimacdo da funcdo covaridncia Cag(y) com base num conjunto de anomalias
gravimétricas ¢ designada por covariiancia empirica e os valores desta fung@o sdo obtidos por
integragdo numérica do valor médio dos produtos das anomalias reduzidas no mesmo
intervalo de distancia esférica yy, ou seja, de todos os pares de observagdes cuja distancia
esférica estd compreendida entre yi.1< yjj < Wy estendendo-se a todos os azimutes. Na pratica,
as observagdes sao um conjunto discreto de pontos distribuidos irregularmente no interior de
cada zona, e o célculo da fungdo covariancia ¢ realizado por integragdo numérica.

Se cada observagdo A g; representar o valor da anomalia numa pequena area A; e Ag;
representar o valor da anomalia numa pequena area A; entdo segundo Knudsen (1987a, 1988):

2 AANgAg,
C, = C(Ag,Ag,y,) = -
« = C(Ag,Ag,y,) SAA,
ij

em que n ¢ o niimero de anomalias gravimétricas ou equivalentemente o nimero de pequenas
areas A;. Quanto mais pequeno for o intervalo da quadricula de integragdo maior sera o
numero de dados que entram no célculo, pudendo no limite entrarem todos os dados. Contudo,
¢ preferivel uma distribuicdo espacial homogénea, em cada zona, em oposi¢cdo a um grande

ij=1,2,..n (49)
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numero de dados irregularmente distribuidos, que implicaria necessariamente um grande
numero de células sem dados.

Se a 4rea for dividida em pequenas células com uma observacdo cada, e A; e A; forem
assumidas iguais entdo esta expressao reduz-se (Knudsen, 1988):

ZAgiAgj

ij
N,

Nk € o numero de produtos no intervalo .

C, = i,ji=1,...n (50)

Uma medida do erro associado a cada valor estimado da fungdo covariancia podera ser
obtida com base na variancia e no niimero de observacgdes. O espacamento entre observagoes,
interiores as células, ¢ assumido tdo pequeno quanto o necessario para que a fung¢ao observada
corresponda ao comportamento real do campo. Considerando que cada célula possui uma
unica observacgao, a estimagao do erro para o valor Cy ¢ dado por (ibid) :

CO
CIT, =12 (1)
0
em que ny ¢ o numero de células cobrindo uma regido. Prevendo a ocorréncia de células vazias
e consequentemente a diminuicdo do numero de produtos a realizar na equacao (50), os erros
deverdo ser divididos pelo verdadeiro numero de produtos Ni relativamente ao ntimero de

produtos esperado ny, ou seja (Knudsen, 1987):

err, = Co com
iy e
n N
Jn, N, 52
_ { (0 =@M, — 1))/ (A@AL) k=0
021y + Y (W — W)/ 2(A@AR) k>0

A generalizagdo destas formulas para uma qualquer fungdo covariancia, relacionando
outras quantidades do campo gravitico, é obtida pela substituigdo de Co por 4/C,C, , com Cy

representando a fungdo covariancia das observagdes 1 e C,a funcdo covaridncia das

observagoes 1". O factor ng / N € o quociente entre o nimero de produtos esperado pelo
numero de produtos utilizado, pelo que quanto maior o numero de c€lulas vazias maior sera
este factor. Sendo o nimero de células vazias dependente da distribuicdo espacial das
observacdes e do tamanho de célula escolhida, esta formula fornece-nos um constrangimento
possivel para a selec¢do do melhor passo de amostragem face aos dados disponiveis (veja-se
seccao 6.5.2).

Da mesma maneira que a covariancia do potencial perturbador se relaciona com a
anomalia da gravidade, também se pode relacionar com qualquer outra quantidade do
campo gravitico aplicando a lei de propagagao das covariancias. Deste modo:
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cov (N(P). Ag(Q)) = 3k, 2! (—RJ P, (cosy) (53)
n=2 'Yr Irr

cov(N(PLN(Q) = Dk, [3] P, (cosy)
n=2 VY \IT

A utilizacdo destas expressodes para efeitos da estimacdo da ondulagdo do geodide ou
de anomalias da gravidade requer unicamente o conhecimento das variancias de grau c, ,
uma vez que a partir destas se pode obter as variancias de grau k, (expressao 48).

A determinagdo da fungdo covariancia desenvolvida como uma soma infinita de
polindomios de Legendre, requer o conhecimento de um niimero infinito de variancias de grau,
0 que ndo sera possivel sem que se facam algumas consideracdes sobre o comportamento das
variancias de grau. Consequentemente serd escolhido um modelo que represente estes
coeficientes. A escolha deste modelo ¢ discutida em Moritz (1980) em que sdo apresentadas
varias expressoes. O modelo que usamos ¢ do tipo Tscherning/Rapp (Tscherning and Rapp,
1974) em que os valores da covariancia sdo rapidamente determinados usando uma expressao
(e ndo uma soma) para as varias quantidades do campo gravitico.

Tscherning and Rapp (1974) estudaram varios modelos de covariancia global para as
anomalias da gravidade tendo como objectivo a determinacdo das variancias de grau.
Nessa altura os dados disponiveis incluiram uma estimagdo para Cag (0) (baseada num
conjunto de anomalias gravimétricas médias numa area de 1°x1°) e valores de ¢, , n<21
(baseada na determinagdo dos coeficientes do potencial obtidos da andlise de drbitas de
satélite), o que permitiu o desenvolvimento de uma expressao polinomial simples para c, e
a determinacao de um valor para R de modo que C(y), dado por 50, se ajustava o melhor
possivel a estes valores.

Considerando a expressao da covariancia das anomalias da gravidade dada pela
expressdo (50) e considerando a seguinte simplificagdo de nota¢io s = (R/rr’)* a equacio
inversa desta ¢ dada por (ibid, p. 4):

2n+1 ¢
c, = % g () J.C(\V) P (cosy) seny dy (54)
0
sendo C(y) a funcdo covaridncia das anomalias médias para um bloco de dimensdo
A@xAA entdo
2n+1 1 (=
¢, == sy [ Cw) Py (cos) seny dy (55)
2 B
n 0

em que B, ¢ a funcdo de Meissl. Com base num conjunto de 29960 anomalias médias
distribuidas por toda a superficie da Terra, representando cada anomalia média um bloco
de 1°x1° foram determinadas, utilizando a expressdo anterior, as variancias de grau c,
obtendo-se os seguintes valores (ibid, p. 11):
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Grau Cn Cn
obtidos das obtidos dos coeficientes do
anomalias potencial
0 0.07 -
1 2.3 -
2 26.2 7.5
3 58.3 33.9
4 16.0 19.2
5 26.3 21.6
6 36.0 18.9

No mesmo trabalho, foi determinado o valor global de Cy estimando-se a covariancia
empirica de todos os dados gravimétricos disponiveis obtendo-se o valor de 1795 mGal® .

Os modelos estudados foram os seguintes:

-1
c,(ll) = 4, (n—l)2 cff) = A, " n>1
n
-1
c,(l3):A3n > n>2
n_
56)
. (
(o L n>2
(n—-2)(n+B)
-1
c® =4 & n>2

n 5 . .
(n=2)(n-i)(n+))
emque A;, Az, Az, Ay, As s@0 constantes, e a covariancia ¢ dada pela expressdo:

2

Cw) =Y e® (RB,J P, (cos y) (57)

rr

expressao idéntica a (48) na qual R foi substituido por Rp , que se designa por raio da
esfera de Bjerhammar (Vanicek and Krakiwsky, 1982, p. 577) e tem o valor ligeiramente
mais pequeno que R. O raio da esfera de Bjerhammar corresponde a uma esfera totalmente
dentro da Terra, fora da qual a funcdo covariancia ¢ harmonica. Esta substituicdo permite a
estimacdo do potencial perturbador T por uma fungdo T que é harmodnica no exterior de
uma esfera raio Rg. A aproximacao de uma fun¢do T, harmodnica no exterior da superficie
terrestre, por uma funcdo T harmonica fora da esfera de raio Rp e portanto interior a Terra
¢ assegurada pelo teorema de Runge (Moritz, 1980, pp. 67-74).

A estimacdo dos parametros A; e B resultou do ajuste destes modelos as variancias
de grau obtidas a partir dos coeficientes do potencial e das variancias de blocos de
anomalias médias de 1° e 5° Desse ajuste concluiu-se que o modelo que melhor se
aproxima ao valor da anomalia na superficie da Terra ¢ o modelo 4 com o parametro B=24.
Foram determinadas as seguintes constantes:
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ke=A/(n-2) (n-1) (a+B),n>2 ¢, R*=7.5 mGal’
R=Rg-1225m A R*=425.28 mGal* (58)
s =0.99967

Desde 1974 foram efectuadas outras estimagdes de uma forma um pouco mais
complexa, representando como soma de expressdes como a (56) usando para cada
expressao um valor diferente de R e A, Moritz (1978) ou Moritz (1980, secc¢ao 23).

A principal razdo para estes novos desenvolvimentos/estimacdes para c, residiu no
facto de que o modelo (58) implica um valor muito elevado para a variagdo média global
dos gradientes horizontais da gravidade de aproximadamente 3500 E* (1E = 10™ s) sob a
superficie da Terra (Tscherning, 1976). Este valor é claramente muito elevado para zonas
de variacdo altimétrica inferior a 500 m. Contudo, em zonas montanhosas e em zonas de
oceano profundo, o valor ¢ muitas vezes demasiado pequeno. Por isso esta estimagdo
poderé ainda ser uma estimagao valida para a variagao média global.

5.2 Expressoes finitas da funcido covariancia

Pelo exposto anteriormente, o calculo da fun¢do covariincia envolve a determinagao
de somatorios infinitos. Tscherning and Rapp (1974) desenvolveram um conjunto de
expressdes que permitem transformar a expressao da covariancia numa expressao finita, ou
seja numa expressao que tem um nuamero finito de termos.

Para as quantidades c, e k, ja definidas anteriormente temos as correspondentes
funcdes covariancia:

K(P,0) = Y kP, cosy) C(P,Q)=§cnsn”Pn(cosw) (59)

A técnica utilizada para obter as expressoes finitas ¢ bastante simples e passa pela
separagdo desta fungdo em componentes, que multiplicadas por constantes apropriadas nos
reconstruam a fun¢do covariancia. Estas componentes sao (ibid, p. 31):

o0 o0 S
F=>» s""P(t)=s » s"P (1) = ——m=—xn (60)
nz(; HZ; V1-2st+¢°
=1
F = Z - """ P (1) para i>0 (61)
~n+i
= 1
F = — " P (¢ 1<0 62
= 2 s R panai (62)
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O denominador da equacdao (60) ¢ uma das quantidades basicas nos préximos
desenvolvimentos pelo que foi utilizada a seguinte simplificagdo:

L=+1-2st+5¢ M=1-L-st N=1+M-st (63)

Com estas simplificagdes, os primeiros elementos das fungdes F; sdo dados por (ibid, p.

34):
_ 42
F,=s (M(3ts+ 1) + SZ(PZ(t)ln£+ =t D
2 N 4

2
FLos (M + tsln_] (64)
N
2 2
F,=slh— F =ln(1+ 5 )
N 1-s+L

Sabendo que para o modelo 4 a expressdo das variancias de grau pode ser escrita
como (ibid, p. 44):

1 [B+1_B+2 1 } 65)

c, = +
(B+2)(B+1)[n-2 n-1 n+B

entdo as expressoes finitas da fun¢do covaridncia podem ser escritas da seguinte forma
(ibid, p. 46):

AR’ S B+1 ~B+2 1
K(P,Q) = STP(M)— Y —= " P(H)+ Y —— " P(t
(P,Q) (B+2)(B+1{Z — ¥ RO ;n_l (1) ;n+B n()}

n=3 n

2

LBH) F,—(B+2)(F, s’ P, (D) + Fy —— I PZ(t)} (66)

T (B+2)(B+1) B B+l B+2
Para a funcdo covariancia das anomalias da gravidade obtém-se uma expressdo
semelhante dada por (ibid, p. 45) :

As s s°t sP,(1)
C(P’Q):(B+2) {(B+1)FB——— +F2}

B B+l B+2 (67)

Sendo B um valor inteiro varidvel desta equagdo, a unica dificuldade no seu calculo
reside unicamente na determinacao da fun¢do Fg. No entanto, Tscherning and Rapp (1974)
apresentam também uma formula recursiva para a sua determinacao (ibid, p. 37):

Jodo Cataldo - FCUL 23



Colocagdo por minimos quadrados

F.

i+l

1 : i—1
=;(L+(21—1)tFi—( ; )Filj (68)

Assim verificamos que quanto maior for o valor de B mais lenta serd a determinagao
da expressdo da covaridancia uma vez que a funcdo Fg ¢ obtida por recorréncia.
Naturalmente se se utilizar as expressdes iniciais da funcdo covariancia baseadas em
somatorios ¢ indiferente a o valor B seleccionado.

5.3 Funcao covariancia local

A fungdo covariancia local ¢ geralmente calculada com dados aos quais foi retirada a
contribuicdo de um modelo de referéncia Ty de ordem N. Neste caso a fun¢do covariancia
consistira de duas partes, na qual a primeira parte representa o ruido dos coeficientes do
campo de referéncia e a segunda parte utiliza um modelo tipo Tscherning/Rapp para n > N:

N RZ n+1 o RZ n+l1
C(P,Q =D c; (—] P,(cosy) + ) c, (—] P, (cos ) (69)
n=2 rr’ n=N+1 I'IJ
GM)’ &
com ¢t :(R—] Z(GZ(ACnm)+02(ASnm)) (70)
E mj=0

2 2 ~ A o .
em que 6 (ACym) € 6°(AS,m) sdo as variancias dos erros das estimativas dos coeficientes.

O procedimento proposto para a modelacao da funcdo covariancia local pressupoe
implicitamente que a equacdo (69) ¢ um modelo valido para a estimagdo (44). Este
pressuposto ndo ¢ claramente verificado, excepto se o campo gravitico no exterior da
regido em estudo se comporta em média como a 4rea interior. E pois importante subtrair
nao s6 o campo gravitacional de referéncia Ty mas também os efeitos locais da topografia
(conforme descrito em Cataldo (1999), capitulo 3). Esta solugdo também ndo sera
satisfatoria, tendo como consequéncia que a lei de propagacao das covariancias ndo podera
ser expressa de uma forma simples como a equagdo (48) através de uma simples
modificagdo das variancias de grau. Podera ser confirmado se possivel pelo calculo de
valores empiricos da covariincia para varias quantidades diferentes do campo gravitico.
No oceano, poderd ser conseguido usando anomalias da gravidade em conjunto com
altitudes da superficies oceanica obtidas de altimetria por satélites, tomadas como sendo a
ondulacao do geoide.

Tendo como objectivo o ajuste da covaridncia empirica a covariancia modelo, subsistem
duas questoes que deverdo ser respondidas: primeiro, quantos serdo os parametros essenciais a
determinacao da fun¢ao modelo? Segundo, qual a relacdao das varidveis da equagao (69) com
estes parametros? A primeira questao foi estudada por Moritz (1980) para fungdes covariancia
isotropas € homogéneas no plano, que poderdo ser desenvolvidas no espaco exterior. Foi
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demonstrado que as fungdes covariancia harmonicas com simetria rotacional no espaco t€ém
uma equivaléncia no plano e que os resultados obtidos para essas aproximagdes no plano sao
transportadas para o caso esférico com poucas modificacdes.

Qo)

2 .2
™~

8

Covaridncia (mGal*+2)
&8 . 8 .
/

&
100 j °
0 \' il ey BRI LR
— =
'1(1) T T T T T T T
00 05 10 15 20

Distancia esférica (graus)
Figura 3.1 - Parametros essenciais da fungdo covaridncia.

Moritz (1980) define trés parametros essenciais para a fung¢ao covariancia do tipo (69): a
variancia Cy, a distancia de correlagdo ¢; e o parametro de curvatura  (Fig. 3.1). A variancia
Co € o valor da fungao covariancia C(y) para o argumento y = 0:

Co=C(0) (71)
A distancia de correlagdo ¢; € o valor do argumento para o qual;
Cp)=Co/2 (72)

O parametro de curvatura  estd relacionado com a curvatura da curva da fungdo
covariancia para y=0 e ¢ dado por
x=kdr/Co (73)
em que k ¢ a curvatura.

Estes trés pardmetros foram designados como essenciais. Isto ndo quer dizer que duas
fungdes covariancia que t€ém os mesmos valores numéricos para os parametros sejam iguais.
Mas o seu comportamento em ordem a interpolagao sera bastante similar. A variancia Cy € um
género de factor de escala para os erros de interpolagdo. O pardmetro de curvatura y
caracteriza o comportamento da fungao covariancia para pequenas distancias y, enquanto que
¢; descreve o comportamento para distancias proximas da propria distancia de correlagdo. Isto
indica que a forma (perfil) da curva da func¢do covariancia para distancias maiores que 1.5 ¢;
ndo ¢ decisiva, um facto que ¢ confirmado por célculo numérico. De notar que a representagao
de todo o espectro s6 podera ser conseguida se ajustarmos uma func¢do covariancia a estes trés

Jodo Cataldo - FCUL 25



Colocagdo por minimos quadrados

parametros. Um modelo que utilize dois destes parametros poderd produzir uma imagem
errada de parte do espectro.

Um outro parametro importante ¢ a distdncia do primeiro zero ¢y , distancia esférica
onde ocorre o primeiro zero da fun¢do covariancia, que pode ser usado para fixar o valor de N
da equagao (69).

A no¢do de fungdo covariancia local para uma regido extensa como a nossa area de
trabalho requer alguma explicagdo. E dbvio que as fungdes covariancia empirica determinadas
em zonas diferentes deverao ser diferentes de uma zona para outra. No entanto isto podera nao
ser devido a uma diferenca na estrutura local dos dados mas podera ser causado por estruturas
globais. E pois necessario em primeiro lugar eliminar os efeitos globais no sentido de tornar
visiveis as caracteristicas locais. Definimos entdo, de uma forma heuristica, a func¢ao
covariancia local como uma fungdo que representa a estrutura do campo gravitico para uma
certa zona, apos a remocao das tendéncias globais.

A fungdo covariancia local reflecte o comportamento local do campo gravitico e por
isso podera também fornecer alguma informagao relativa ao erro de estimagao e a distancia
entre observagdes para se poder atingir uma determinada precisdo definida previamente.
Para tal necessitamos de uma regra simples que relacione a média do erro de estimagdo
com o espacamento médio das observagdes. Consideremos a situacdo em que temos um
unico tipo de dados, com uma fungdo covaridncia isotropa C(y). Para esse efeito
consideremos que dispomos de uma boa aproximacao para ¢ < ¢ :

C(y)=Co (1- 0.5/ ¢1)*) (74)

Entdo, com uma uUnica observag¢do, temos o seguinte erro médio quadratico para a
estimacao (Tscherning, 1985):

e’ =Cy- C(y)*/Co
=Co((w/ 1) -(w/ 1) /4)

ou
e=Co" (y/dr1) (75)

O erro médio numa area quadrada com a dimensdo d e uma observacdo no meio
desse quadrado ¢
—2 d’
e =C, @ (76)
1
para um espacamento de dados com uma distancia média d entre pontos o erro sera (para
d<2¢n)

e*=Co (0.3d/ ¢y (77)
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Deste modo, um espacamento médio entre pontos serd definido se for determinada a
variancia dos dados e a distancia de correlagcdo da funcao covariancia, e for definido o erro
com que se pretende a estimacao.

5.4 Métodos de ajuste da covariancia local (Método de Knudsen)

A fung¢do covariancia modelo ¢ determinada com base na covariancia empirica local em
que os parametros R, A ¢ N de uma determinada fungdo modelo sdo estimados por ajuste aos
dados empiricos. Os critérios para o ajuste consistem em igualar valores dos parametros
essenciais das duas fungdes covariancia, ou seja determinar valores para N, Rg ¢ A de modo
que a fungdo covaridncia modelo tenha os mesmos valores de variancia C(0), da distancia de
correlacao ¢; e a distdncia do primeiro zero ¢y que a fun¢do covariancia local. Estes trés
parametros essenciais da fungdo covariancia empirica representam as propriedades locais do
campo gravitico.

Para a resolucao do problema do ajuste da covaridncia empirica a covariancia local
definida pela equagdo (69), Knudsen (1987) apresentou um método baseado na inversao por
minimos quadrados. O ajuste do modelo da expressao nessa equagdo, ¢ conseguido por ajuste
dos parametros Rp e A. Adicionalmente, ¢ introduzido um terceiro parametro o, assumindo a
expressao das covariancias, da anomalia da gravidade, o seguinte aspecto:

_ 5 e Lz n+2 c A(n-1) R’ n+2
C(P,Q) = OL;cn(rP rQ) P.(cosy) + ;(H-Z)(n+24)(rp rQ) P.(cosy) (78)

Com este parametro, as variancias de grau dos erros dos coeficientes do potencial sao
escaladas, de modo que estes representem a qualidade da aproximagdo dos coeficientes do
potencial na regido em estudo e no sistema de referéncia.

O modelo utilizado por Knudsen (1987) para ajustar as covariancias empiricas as
covariancias modelo ¢ o seguinte :

x—x,=(A"C]'A+ cH' A" C;l (Y=Y,) (79)
em que:

X sd0 os parametros a ajustar (a, A, Rp)

y sdo os valores da covariancia empirica

yo sdo os valores do modelo usando os pardmetros iniciais X
A € a matriz Jacobiana de 0Oy, / 0x;

C, ¢ amatriz do erro de y
Cx ¢ a matriz da variancia de ( x-X¢ )
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A ndo linearidade da relacdo entre o0 modelo e Rg conduz a implementagdo de um
processo iterativo no qual, em cada iteracdo, o ajuste dos parametros x ¢ calculado pela
expressao anterior.

O valor de N, relativo a ordem do modelo geopotencial, ¢ seleccionado por ajuste do
primeiro zero da fungdo covariancia empirica, uma vez que quanto maior for a ordem mais
perto da origem esta o primeiro zero. A ordem N ¢ determinada pela relacao N= 90°¢, , em
que ¢ ¢ a distancia do primeiro zero da fun¢do (em graus sexagesimais). O valor de Rg , ou
mais exactamente Rp-Rg , deverd ser relativamente pequeno, procurando que o ruido
(diferenga entre a variancia empirica ¢ a modelo) seja positivo. O coeficiente A ¢ um termo
livre com unidades de mGal®. O raio da esfera de Bjerhammar é substituido pela distancia a
essa esfera (Rp - Rg), de modo que se consiga obter uma maior precisao no ajuste deste valor
face ao seu pequeno valor (p.e de 0.2km por 6378km), assim os ajuste deste parametros ¢
transformado num acréscimo (ou decréscimo) na ordem de 0.2 km para 3 km.

A precisdo do ajuste ¢ dada pela expressao:

Q= (y-y) Ty -0 (80)
(n—m)

em que n € o nimero de dados € m € o nimero de pardmetros (m=3).
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